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요약 
 

그래프  의 비쌍형 다대다 -서로소인 경로 커버(-DPC)는 개의 서로 다른 소
스 정점과 싱크 정점을 연결하며 그래프에 있는 모든 정점을 지나는 개의 서로소인 
경로 집합을 말한다. 여기서 한 소스는 임의의 한 싱크와 짝지어질 수 있다. 이 논문
에서는 하이퍼큐브형 상호연결망의 한 부류인 제한된 HL-그래프에서 비쌍형 다대다 
DPC를 고려하여, 고장인 요소(정점이나 에지)의 수가   이하인 모든 -차원 제한
된 HL-그래프( ≥ )는    ≤   을 만족하는 임의의  ≥ ,  ≥ 에 대하
여 비쌍형 다대다 -DPC를 가짐을 보인다.

키워드: 서로소인 경로 커버, 하이퍼큐브형 상호연결망, 강한 해밀톤 성질, 고장 해밀
톤 성질

Abstract
An unpaired many-to-many -disjoint path cover (-DPC) of a graph   is a 
set of  disjoint paths joining  distinct sources and sinks in which each vertex 
of   is covered by a path. Here, a source can be freely matched to a sink. In 
this paper, we investigate unpaired many-to-many DPC's in a subclass of 
hpercube-like interconnection networks, called restricted HL-graphs, and show 
that every -dimensional restricted HL-graph,  ≥ , with   or less faulty 
elements (vertices and/or edges) has an unpaired many-to-many -DPC for 
any  ≥  and  ≥  with    ≤   .

Key words: Disjoint path covers, hypercube-like interconnection networks, 
strong hamiltonicity, fault-hamiltonicity
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1  서론
노드들 사이의 라우팅(routing)이나 선형 배열(linear arrays)의 임베딩(embedding) 등과 
관련하여 여러 상호연결망(interconnection networks)에서 중요한 문제 중의 하나는 노드가 
서로소인 경로(node-disjoint paths)를 찾는 것이다. 노드가 서로소인 경로는 노드들 사이
에 효율적인 데이터 라우팅을 위한 병렬 경로로 사용될 수 있다. 또한 노드가 서로소인 경
로에서 각 경로는 파이프라인(pipeline) 계산에 이용될 수도 있다. 상호연결망은 자주 그래
프로 모델되는데, 정점과 에지는 각각 노드와 통신 링크에 대응한다. 이 논문에서 노드가 
서로소인 경로를 간단히 서로소인 경로라고 부르기로 한다.

   서로소인 경로는 다음과 같이 크게 세 가지로 분류할 수 있다: 일대일(one-to-one), 일
대다(one-to-many), 다대다(many-to-many). 연결도(connectivity)가 k인 그래프 G가 
있다고 하자. Menger의 정리를 따르면 G의 서로 다른 두 노드 사이에 k개의 서로소인 경
로가 존재한다. 이것은 일대일 부류에 속하게 된다. Menger의 정리를 조금만 확장하면 한 
노드에서 서로 다른 k개의 노드 사이에 k개의 서로소인 경로가 존재함을 보일 수 있다. 
이것은 일대다 부류에 속한다. 마찬가지로 방식으로 확정하면 임의의 k개의 노드로부터 다
른 k개의 노드 사이에 k개의 서로소인 경로를 정의할 수 있다.

   세 유형의 서로소인 경로가 그래프 G에 있는 모든 정점을 지나는 것을 생각해 볼 수 
있다. 서로소인 경로 커버(disjoint path cover)는 그래프의 모든 정점을 지나는 서로소인 
경로들의 집합이다. 서로소인 경로 커버 문제는 모든 노드를 완전히 활용(utilization)하는 
것이 중요한 응용과 관련된다. 선형 배열의 임베딩에서 커버는 모든 노드가 파이프라인 계
산에 참여한다는 것을 의미한다. 서로소인 경로 커버에 대하여 연구된 것들로는, 일대일 경
로 커버에 대하여 정점이나 에지에 고장이 없는 재귀원형군(recursive circulant)[1-2], 에
지 고장이 있는 하이퍼큐브(hypercubes)[3]에 대한 연구가 있고, 하이퍼큐브형 상호 연결
망에 대한 일대다 서로소인 경로 커버[4]와 다대다 서로소인 경로 커버[5-6]가, 그리고 이
중 루프 네트워크에서 다대다 서로소인 경로 커버[7]가 발표되어 있다. 개의 경로로 이루
어진 일대일 서로소인 경로 커버는 -container라고도 알려져 있다[2-3].

   그래프  에서 ∩  ∅를 만족하는 개의 소스     ⋯  와 개의 싱크 
    ⋯  가 주어져 있을 때, 모든  ≤  ≤ 에 대하여 소스와 싱크를 연결하는 경
로 들의 집합이 서로소이면서 그래프의 모든 정점을 커버하면, 즉 모든  ≠ 에 대하여 
 ∩   ∅이고 ∪ ≤  ≤     이면 이들 경로들의 집합을 다대다 -
서로소인 경로 커버(many-to-many -disjoint path cover)라고 부른다. 여기서  는 
경로 에 속한 정점들의 집합이고,  는 그래프  의 정점 집합이다. 소스와 싱크를 
터미널(terminal)이라도 부른다. 이때 소스 가 항상 싱크 와 짝지어지면 쌍형 다대다 
DPC(paired many-to-many DPC)라고 부르고, 한 소스가 임의의 한 싱크와 짝지어질 수 
있으면 비쌍형 다대다 DPC(unpaired many-to-many DPC)라고 한다. 모든 -차원 제한
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된 HL-graph( ≥ )에는    ≤   을 만족하는 임의의  ≥ ,  ≥ 에 대하여 쌍
형 다대다 -DPC가 존재함이 밝혀져 있다[6].

   제한된 HL-그래프는 [8]에서 제안된 하이퍼큐브형 상호연결망 부류이다. 문헌에 소개
된 많은 하이퍼큐브형 상호연결망이 제한된 HL-그래프 부류에 속한다는 사실이 [8]에서 
밝혀졌다. 제한된 HL-그래프에 속하는 것들로는 twisted cube[9], crossed cube[10], 
multiply twisted cube[11], Möbius cube[12], Mcube[13], generalized twisted cube[14] 
등이 있다. 하이퍼큐브형 상호연결망에서 제한된 HL-그래프가 아닌 것으로는 재귀원형군 
  [15]이 있고, ‘이분 그래프에 상당히 가까운’ twisted  -cube[16]가 있다. 재귀
원형군   은 (이 짝수인 경우는 아니지만) 이 홀수인 경우는 역시 제한된 HL-
그래프에 속한다고 알려져 있다.

   한편, 고장이 있는 상호 연결망에 선형 배열과 링을 임베딩(embedding)하는 것은 병렬 
처리에서 중요한 이슈의 하나이다. 그것은 정점이나 에지에 고장이 있는 그래프에서 길이가 
가장 긴 경로와 사이클을 찾는 문제로 모델된다. 문헌에는 여러 다양한 연결망 그래프의 고
장 해밀톤 성질이 연구되어 있다[8,17-19]. 임의의 노드 쌍 v, w에 대해서 v와 w를 연
결하는 해밀톤 경로를 가진 그래프를 해밀톤 연결된(hamiltonian-connected) 그래프라고 
한다. 그래프 G에 있는 f개 혹은 그 이하의 요소에 고장이 발생하여 이들 고장난 요소를 
삭제하더라도 G가 해밀톤 사이클을 가지면, G를 f-고장 해밀톤 그래프( f-fault 
hamiltonian)라고 말한다. f개 혹은 그 이하의 요소에 고장이 발생하더라도 해밀톤 연결되
어 있으면, f-고장 해밀톤 연결된 그래프( f-fault hamiltonian-connected)라고 한다. 모든 
-차원 제한된 HL-그래프는   -고장 해밀톤 연결된 그래프이며   -고장 해밀톤 
그래프임이 밝혀져 있다[8].

   비쌍형 다대다 서로소인 경로의 정의를 정점이나 에지 고장을 허용하도록 정의할 수 있
다.    ≥  를 만족하는 그래프  에서 고장인 요소의 수가  개 이하일 때, 고장인 
요소를 제거하고 남은 그래프에서 크기가 인 임의의 소스 집합  와 싱크 집합  를 잇는 
비쌍형 다대다 서로소인 경로 커버를 설계할 수 있으면  는  -고장 비쌍형 다대다 

-DPC를 가진다고 말한다. 이 논문에서는 모든 -차원 제한된 HL-그래프( ≥ )에는 
   ≤   를 만족하는 임의의  ≥ ,  ≥ 에 대하여  -고장 비쌍형 다대다 -DPC
가 존재함을 보인다.

   이 논문은 다음과 같이 구성되어 있다. 2절에서는 제한된 HL-그래프를 정의한다. 하이
퍼큐브형 상호연결망의 비쌍형 다대다 서로소인 경로 커버를 3절에서 설계하고, 4절에서 결
론을 맺기로 한다.
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2  제한된 HL-그래프
   정점의 수가 각각 인 두 그래프 와 이 있다고 하자. 그래프 의 정점 집합을  , 
에지 집합을 라고 나타내기로 한다.    ⋯  이라고 하고, 
   ⋯ 이라고 하자.  ⋯ 의 순열(permutation)    ⋯  에 
대하여, 두 그래프 와 을 다음과 같이 개의 정점을 가진 하나의 그래프 ⊕으
로 묶을 수 있다: 정점 집합   ∪이고, 에지 집합   ∪∪, 여기서 
     ≤  ≤ 이다. 임의의 순열 에 대하여, 와 을 묶어서 얻어지는 그
래프를 ⊕이라고 나타낸다. 여기서 와  각각을 ⊕의 요소 그래프
(component)라고 부른다. 아래 그림 1에 ⊕의 예가 있다. 

 
그림 1. ⊕의 예.

   Vaidya 등[20]은 HL-그래프라고 불리는 하이퍼큐브형 상호연결망 부류를 제안하였다. 
HL-그래프는 위에서 정의한 ⊕ 연산을 반복적으로 적용하여 다음과 같이 정의된다: 
   ;   ⊕   ∊  ,  ≥ . 이 정의에 따라 다음을 얻을 
수 있다:    ,    ,       , ⋯. 여기서 , 는 정점의 
수가 각각 1, 2인 완전 그래프(complete graph)이고, 는 정점의 수가 4인 사이클 그래프
이다. 또한 은 3-차원 하이퍼큐브이고,   는 정점의 수가 8이고 각각 크기 1, 4인 
점프를 가진 재귀원형군(recursive circulant)이다. 재귀원형군   는 아래 그림 2에서 
보는 것과 같이, 3-차원 twisted cube와 동형(isomorphic)이며, 또한 정점의 수가 8인 뫼
비우스 사다리(Möbius ladder)와도 동형이다.

                

 (a)          (b)               (c) 뫼비우스 사다리
그림 2. 동형인 그래프들.
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   에 속한 임의의 그래프를 -차원 HL-그래프라고 부른다. 이분 그래프가 아닌 모
든 HL-그래프는 해밀톤 연결되어(hamiltonian-connected) 있으며, 모든 이분 그래프인 
HL-그래프는 해밀톤 laceable(hamiltonian-laceable)하다고 [21]에서 밝혔다. 

   당연히 -차원 HL-그래프에는 하이퍼큐브와 같은 이분 그래프가 포함되어 있다. 그것
들은 임의의  ≥ 에 대하여  -고장 고장 해밀톤 연결되어 있지 못하고, 또한 임의의 
 ≥ 에 대하여  -고장 해밀톤 그래프가 되지 못한다. 하이퍼큐브형 상호연결망에서  -고
장 해밀톤 연결된 그래프인지 혹은  -고장 해밀톤 그래프인지를 고찰한 최근 연구[8]에서 
HL-그래프에 속하면서 ‘상당히 높은 정도로’ 이분 그래프가 아닌 그래프들의 부류를 정의
하고 있다. 이분 그래프가 아닌 HL-그래프의 부류에 속하는, 제한된 HL-그래프(restricted 
HL-graphs)라고 불리는 그래프 부류는 다음과 같이 재귀적으로 정의한다: , 
, ; ╲  ; 

⊕   ∊  ,  ≥ . 에 속하는 그래프를 -차원 제한된 HL-그
래프라고 부른다.

3  비쌍형 다대다 서로소인 경로 커버 설계
   이 절에서는 제한된 HL-그래프에서 비쌍형 다대다 서로소인 경로 커버를 설계한다. 먼
저 정리 1을 증명하고, 이를 이용하여 정리 2를 증명하기로 한다.

정리 1  정수  ≥ 라고 하자. 는  ≤ 이고    ≤   를 만족하는 임의의 
 ≥ ,  ≥ 에 대하여 -고장 비쌍형 다대다 -DPC를 가지고   -고장 해밀톤 그
래프라고 하자. 그러면 ⊕은  ≤ 이고    ≤    를 만족하는 임의의 
 ≥ ,  ≥ 에 대하여 -고장 비쌍형 다대다 -DPC를 가지며    -고장 해밀톤 
그래프이다.

정리 2  모든 -차원 제한된 HL-그래프( ≥ )는    ≤   을 만족하는 임의의 
 ≥ ,  ≥ 에 대하여  -고장 비쌍형 다대다 -DPC를 가지며   -고장 해밀톤 그
래프이다.

   ⊕에 있는 정점 에 대하여 에 인접하면서 와 다른 요소 그래프에 속한 정점을 
 로 나타내기로 한다. 고장이 아니고 터미널이 아닌 정점을 자유 정점(free vertex)이라고 
하고, 두 자유 정점을 잇는 에지가 고장이 아니면 자유 에지(free edge)라고 부른다. 고장 
요소의 집합을 라고 둔다. , 에 속한 고장 요소의 수를 각각 , 이라고 하고 와 
 사이에 있는 고장 에지의 수를 라고 하자. 그리고 , 에 있는 소스-싱크 쌍의 수
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를 각각 , 이라고 하고, 나머지를 라고 한다. 일반성을 잃지 않고,  ≥ 을 가정하
며, 에는 소스와 싱크가 각각   , 개 있으며, 에는 개의 소스와   개의 
싱크가 있다고 가정한다. 이후로 비쌍형 다대다 -DPC를 줄여서 -DPC라고 부르기로 한
다.

3.1  정리 1의 증명
   먼저 ⊕의 고장 해밀톤 성질, 즉 ⊕이   -고장 해밀톤 연결되어 있고 
   -고장 해밀톤 그래프임을 보이기로 한다.  ≥  혹은  ≥ 인 경우는 [8]에 이
미 증명되어 있다.   이고   인 경우는 [8]의 결과로부터 , 는 에 속하고  와 
가 고장 정점일 때 와 를 잇는 해밀톤 경로를 찾으면 충분하다. 먼저 에서 고장인 정점
을 제외하고 해밀톤 사이클  를 찾고, 그 사이클 상의 한 에지   를 선택한 다음 에
서    와     사이에 2-DPC를 찾아서  와 묶으면 된다. 

   이제 정리 1을 증명하기 위하여 ⊕이   -고장 -DPC를 가짐을 보이면 충분하
다. 조건에 의하여  ≥   이고    ≤     이다. 여기서     이고 
  는 의 최소 분지수이다.       이고      ≤   임에 유의한다.

경우 1:   

    ≥ 일 때 와 에서 각각 -고장 -DPC, -고장 -DPC를 찾는다. 두 DPC
의 존재는 명백하다.   이고     일 때 먼저 에서 고장 요소 하나를 고장이 아
닌 것으로 간주하여, 즉 가상의 비고장 요소를 두어  -고장 -DPC를 찾는다. 고장인 요
소를 지나는 경로에서 고장인 요소 좌우의 두 정점을 , 라고 두고 에서  ,   사이의 
해밀톤 경로를 찾아서 의 DPC와 묶는다.   이고    일 때 에서  -고장 

-DPC를 찾고 한 경로상의 에지   를 선택하는데  ,  ,   ,   ∉인 것으로 
한다. 에서  ,   사이의 해밀톤 경로를 찾아 의 DPC와 묶는다. 

   마지막으로   이고  ≤   일 때를 고려한다. 먼저 에 터미널 가 존재하여 
 ,   ∉를 만족하는 경우를 생각하자. 를 소스라고 가정한다. 그러면 정점 ∉가 
존재하여  ,   ∉이다. 이때 는 싱크일 수 있다. 에서 를 가상의 고장으로 두고 
    -고장  -DPC를 찾는다. 은 가 싱크이면 1이고 그렇지 않으면 0이다. 
에서 -고장 1-DPC, 즉  과   사이의 해밀톤 경로를 찾아서 묶는다. 이제 위 조건을 
만족하는 터미널 가 존재하지 않는다고 가정한다.     이면 항상 위 조건을 만족하
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는 터미널 가 존재하므로  ≤   라고 가정한다. 이제 모든 터미널 에 대하여   혹은 
  가 고장이다. 자유 에지   가 존재하여 와 어떤 소스  사이에 고장이 아닌 에
지가 있음을 주장한다.   개의 후보가 있고 이를 막는 후보가    개 있으며 이
들 중  개는 중복된다는 사실로 이 주장은 증명된다. 또한   와 다른 자유 에지 
  가 존재함을 주장한다. 이 주장도 앞선 주장과 유사한 방법으로 증명할 수 있다. 

에서 와 를 가상의 고장으로 두고   -고장 -DPC를 찾고 에서  와   사이의 
해밀톤 경로를 찾아서 묶으면 된다.

경우 2:  ≥ 이고  ≥ 

   에 있는 임의의   개 소스 집합을  라고 두자.  에 속한 소스 에 대하여  가 
자유 정점이고   ∉인 소스의 수를 ,  가 싱크이고   ∉인 소스의 수를 , 그
리고  가 소스이거나 혹은  나   가 고장인 소스의 수를 이라고 하자. 당연히 
      이다. 

   먼저     ,   의 두 조건이 동시에 만족되지는 않는 경우를 다룬다.  ≥ 일 
때는 가 자유 정점이고   ∉인 개의 소스 , , ⋯, 

에 대하여 이들을 가상
의 고장으로 두고 에서   -고장 -DPC를 찾는다. 이 DPC의 존재는     , 
  의 조건이 동시에 만족되지는 않는다는 가정이 근거한다. 그리고  ,  , ⋯, 

를 
소스라고 두고 에서 -고장   -DPC를 찾이 묶는다.   일 때는    ≥ 이
다. 와  사이에     개의 자유 에지가 존재함을 주장한다.  ≥   개의 후보
가 있고 이들 중 최대          개를 제외한 나머지가 원하는 자유 에지가 되
므로 주장이 증명된다. 개의 소스를 가상 고장으로 두고 에서   -고장 
    -DPC를 찾고, 에서 -고장   -DPC를 찾아 묶으면 된다.

   이제     ,   이 동시에 만족된다고 하자. 이때   이고       이다. 
 에 속한 소스 중 둘을 제외한 나머지 을 가상 고장으로 두고, 하나를 가상 자유 정점으
로 두어 에서        -고장 -DPC를 찾는다. 서로소인 경로중 하나는 가상 
자유정점으로 둔 소스 를 지나는데 이것을 ⋯  ⋯  라고 하자. 에서 -고장 
  -DPC를 찾는다. 여기서 은 에 속한 소스 중 에 있는 싱크와 인접한 것들의 
수이다. 찾은 두 DPC를 묶으면 된다.  ≥ 이거나 혹은   이고  가 싱크가 아니면 
이 경우 증명이 끝난다. 그렇지 않으면 의 정점을 지나기 위해서 의 DPC중 한 경로가 
지나는 에지   를 선택하여, 에서  를 가상 고장으로 두고  와   사이의 해밀톤 경
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로를 찾아 의 DPC와 묶으면 된다.

경우 3:        

   일반성을 잃지 않고  ≥ 을 가정한다. 자유 에지가 개 존재하거나 혹은 그렇지 않으
면 와  사이에 소스 가 존재하여  ,   ∉이고 또한  개의 에지   가 
존재하여 는 자유 정점이고  ,   ∉임을 주장한다. 이때  는 싱크일 수 있다. 이 주
장은 앞에서와 유사하게 후보들의 개수를 헤아려서 증명할 수 있으므로 생략한다.

   먼저  ≤  일 때는 개의 자유 에지가 존재하면 와 에서 각각 -고장 -DPC, 
-고장 -DPC를 찾으면 되고, 그렇지 않으면 각각   -고장  -DPC,   -고
장  -DPC를 찾으면 된다. 여기서 은  개의 에지    중  가 싱크인 것의 
수이다. 

   마지막으로     이라고 하자. 자유 에지가 개 존재하거나 그렇지 않더라도  ≥ 

인 경우에는 에서 소스 하나를 가상의 자유 정점으로 두고   -고장  -DPC를 찾
는다. 가상의 자유 정점인 소스 를 지나는 경로를 ⋯  ⋯  라고 하자.  를 가상
의 소스라고 두고 에서 -고장  -DPC를 찾아 묶으면 된다. 여기서 은 에서 
으로 내린 에지의    중에  가 싱크인 것의 수이다. 이제 자유 에지가 개 존재하지 
않고   라고 하자. 두 소스를 잇는 해밀톤 경로를 찾고 그 경로를 ⋯   라고 하
고 나  가 싱크가 아니라고 하자. 에서  ,  를 가상의 소스로 두고 -DPC를 찾거나 
나  중 하나가 싱크이면 -고장 -DPC를 찾아 묶으면 증명이 끝난다.

3.2  정리 2의 증명
   고장 해밀톤 성질은 [8]에서 이미 증명하였다. 정리 1로부터 모든 -차원 제한된 HL-
그래프는 (-고장) 비쌍형 다대다   -DPC를 가지고 있음을 증명하면 된다. 

보조정리 1  모든 -차원 제한된 HL-그래프   ⊕  는 (-고장) 비쌍형 다대
다 -DPC를 가진다.

증명  와 을   와 동형이라고 하자. 일반성을 잃지 않고 에 있는 터미널의 수
가 의 것보다 많다고 가정한다. 에 개의 터미널이 있으면 한 소스와 싱크를 잇는 해
밀톤 경로 ⋯  ⋯  ⋯  를 찾고 에서  와  를 잇는 해밀톤 경로를 찾아 
잇는다. 가 터미널을 개 가지면, 그들 중 둘을 소스라고 가정하고 이들을 잇는 해밀톤 
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경로 ⋯   ⋯  를 찾고,  가 싱크가 아니라고 가정하고, 에서  와 를 잇는 
해밀톤 경로를 찾으면 된다. 가 개의 터미널을 가지는데 소스하나 싱크하나라면 와 
에서 독립적으로 소스와 싱크를 잇는 해밀톤 경로를 찾으면 된다. 이제 에 개의 소스
가 에 개의 싱크가 있다고 가정한다. 와  사이에 자유 에지가 개 이상 존재한다
면 [22]의 결과로부터 이들 중 둘   ,   을 잡아서 와 에서 독립적으로 

-DPC를 구한다. 그런 자유 에지가 개가 존재하고 위와 같은 에지를 잡을 수 없는 경우를 
고려한다. 의 정점들을 , , ⋯, 이라고 하고, 의 정점을 , , ⋯, 이라고 
하자. [22]의 결과에 의하면   과   사이에,   과    사이에, 그리
고     와      사이에 에지가 존재한다. 에서 를 가상의 고장으
로 두고 과  사이에 해밀톤 경로를 찾고, 마찬가지로 에서도 를 가상의 고장으로 
두고 과  사이에 해밀톤 경로를 찾으면 증명이 끝난다.  ⃞

   에 대한 귀납법으로 정리 2를 증명한다. 보조정리 1에 의하여  ≥ 를 가정한다. 

와 을   -차원 제한적 HL-그래프라고 하자. 와 에 있는 소스-싱크 쌍의 수를 
, 이라고 하고 와  사이의 소스-싱크 쌍의 수를 라고 하자. 물론 
        이다. 일반성을 잃지 않고  ≥ 이고, 에 있는 소스의 수가 싱크
의 수와 같거나 많다고 가정한다. 

경우 1:    

    ≥ 일 때는 와 에서 독립적으로 -DPC, -DPC를 구하면 된다.   일 때
는 에서 소스 하나와 싱크 하나를 가상의 자유 정점으로 두고  -DPC를 구한 다음, 
정리 1의 증명과 유사하게 가상의 자유 정점을 지나는 경로를 잘라서 으로 내린 다음, 
에서 해밀톤 경로를 찾아서 이으면 된다.

경우 2:  ≥ 이고  ≥ 

   먼저 와  사이에   개의 자유 에지가 존재함을 주장한다. 이 주장의 증명은 정
리 1에서의 주장의 증명과 유사하게 수월하게 증명할 수 있어서 생략한다. 에 있는 소스 
하나 를 가상의 자유 정점으로 두고   개 자유 에지의 끝점을 가상의 싱크로 두고 
    -DPC를 구한다. 이때 에 있는 소스 에 대하여   를 가상의 고장 에지
라고 둔다. 의 DPC에서 를 지나는 경로를 ⋯  ⋯  라고 하자. 에서는  와 
  개 자유 에지의 끝점을 가상의 소스로 두고 -고장     -DPC를 찾는다. 
은  가 싱크이면 1이고 그렇지 않으면 0이다.  가 싱크이고   인 경우를 제외하고
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는 증명이 끝났다. 남은 경우에는 의 DPC에 있는 한 경로가 지나는 에지   선택하는
데   ≠ 이도록 한다. 에서  와   사이의 해밀톤 경로를 찾아 이으면 된다.

경우 3:        

   먼저 아래 주장 1을 고려한다. 증명은 다음 3.3절로 미룬다.
 
주장 1  에 주어진   의 싱크에 대하여, 최소한 하나는 싱크와 다른   개의 가상
의 소스가 존재하여 가상의 소스 하나가 임의로 주어지더라도 은 가상의 소스와 싱크를 
잇는   -DPC를 가진다. 여기서 가상의 소스와 싱크가 같은 정점일 때 길이 0인 경로
라고 가정한다.

   위의 주장 1을 만족하는   개의 가상 소스를 , , ⋯, 이라고 하자. 

 ⋯  을 가상 싱크라고 두고 에 속하지 않는 소스 를 가상의 자유 정점이
라고 둔다. 에 속하는 모든 정점이 소스는 아닐 때에는 에서 소스와 가상 싱크 사이에 
-고장     -DPC를 찾는다. 은 에 속하는 소스의 수이다. 가상의 소스를 지
나는 경로를 ⋯  ⋯  라고 둔다. 에 속한 정점이 모두 소스이면 를 가상의 
고장 정점이라고 두고 에 속하지 않는 소스 를 지나는 해밀톤 사이클을 찾고 그것을 
⋯ 라고 하자. 주장 1에 근거하여 에서  를 포함하여 가상의 소스와 싱크를 잇는 
  -DPC를 찾고 그것을 의 DPC와 묶으면 증명이 끝난다.

3.3  주장 1의 증명

    
 과  

 을   -차원 제한된 HL-그래프라고 하고, 을  
 ⊕ 

 이라고 두자. 일
반성을 잃지 않고  

 에 있는 싱크의 수가  
 의 것 이상이라고 가정하자. 먼저  ≥ 인 

경우를 고려하고,   인 경우는 나중에 고려한다.

경우 1:   개의 싱크가 모두  
 에 포함된다.

     개의 가상 소스는 싱크와 같게 두고 임의의 자유 정점 를 가상 소스라고 둔다. 
새로운 가상 소스 하나를 라고 부르자. 가  

 에 포함되고 싱크가 아닐 때는 먼저  
 에

서   개의 가상 소스이자 싱크를 가상 고장으로 두고 와  사이에 해밀톤 경로를 찾는
다. 이 경로는 두 개의 싱크와 하나의 가상 소스 겸 싱크를 지난다. 이 경로를 4개의 부분 
경로로 나누고  

 에서 2-DPC를 구하여 연결하면 된다. 가  
 에 포함되고 싱크일 때는 

위와 같이   개의 가상 소스겸 싱크를 가상 고장으로 두고 남은 두 가상 소스 겸 싱크
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를 잇는 해밀톤 경로를 찾는다. 이 경로가 소스 하나와 싱크 하나를 지나는데 이 경로를 3
개의 부분 경로로 나누고  

 에서 2-DPC를 구하여 잇는다. 이제 가  
 에 속할 때는  



에서   개의 가상 소스 겸 싱크를 가상 고장으로 두고 해밀톤 사이클을 찾는다. 이 사
이클은 하나의 소스와 싱크 둘을 지난다. 이 사이클 상에서 하나의 경로를 찾고 나머지를 
두 개의 부분 경로로 나누어  

 으로 내려  
 에서 2-DPC를 찾아 이을 수 있다. 경우에 

따라  
 에서 2-DPC를 찾지 않고 1-고장 1-DPC를 찾을 수도 있다.

경우 2:  
 에   개의 싱크와  

 에 1개의 싱크가 포함된다.

    
 의 자유 정점 중에서  가 싱크인 것을 가상의 소스로 두고,  를 포함하여  

 에 있
는   개의 싱크를 가상의 소스로 둔다. 새로운 가상의 소스 가  

 에 있을 때에는  


에서   개의 가상 소스 겸 싱크를 가상의 고장으로 두고 해밀톤 사이클을 찾는다. 이 
해밀톤 사이클은 소스 하나와 싱크 하나를 지난다. 이 사이클을 소스와 싱크를 잇는 경로와 
나머지 경로 나누고 나머지 경로의 끝점을  

 으로 내린 다음  
 에서 2-DPC 혹은 1-고

장 1-DPC를 찾아서 잇는다. 이 때 해밀톤 사이클 상에 있는 소스와 싱크가 같은 정점일 
때에는 소스-싱크을 잇는 길이 0인 경로가 생기고 그렇지 않을 때에는 길이가 1 이상이 된
다. 가  

  있을 때에는 위와 마찬가지로 해밀톤 사이클을 찾고 해밀톤 사이클을 한 끝점
이 싱크인 경로로 바꾸어 다른 끝점을  

 으로 내린 다음  
 에서 2-DPC 혹은 1-고장 

1-DPC를 찾아 연결하면 된다.

경우 3:  
 에   개 이하의 싱크와  

 에 둘 이상의 싱크가 포함된다.

    
 에 하나를 제외한 모든 싱크에,  

 에 둘을 제외한 모든 싱크에 가상의 소스를 둔다. 
그리고  

 와  
 을 있는 자유 에지   를 찾는데 가  

 의 모든 싱크와 인접하지 않은 
것으로 한다. 그런 자유 에지가 존재하는 것은 자명하다. 새로운 소스 가  

 에 있을 때는 
 

 에서 가상의 소스 겸 싱크를 모두 가상 고장으로 두고 와 를 잇는 해밀톤 경로를 찾
는다. 그 경로를 ⋯  ⋯ 라고 두고  

 에서 가상의 소스 겸 싱크를 가상의 고장으
로 두고 2-DPC 혹은 1-고장 1-DPC를 찾아 연결하면 된다. 가  

 에 있을 때는  
 에서 

가상의 소스 겸 싱크를 가상의 고장으로 두고 남은 한 싱크와 를 잇는 해밀톤 경로를 찾
고,  

 에서 가상의 소스 겸 싱크를 가상의 고장으로 두고 2-DPC 혹은 1-고장 1-DPC를 
찾아 연결하면  ≥ 인 경우의 증명이 완성된다.

   이제   라고 가정한다.  
 와  

 이   와 동형임에 유의한다. 그리고 [22]에서 
밝힌   의 -DPC 성질과 -고장 -DPC 성질을 이용하여 증명하기로 한다. 
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경우 4:   이고  
 에 2개의 싱크가  

 에 싱크가 하나 포함된다.

    
 에 있는 두 싱크의 위치는 대칭성을 고려하면 4 경우가 있는데 각각   , 

  ,   ,   일 때 자유 정점 , , , 을 가상의 소스라고 둔다.  
 에서

는  
 의 싱크와 대각선 위치에 있는 자유 정점을 가상의 소스로 둔다. 즉,  

 에서 가 
싱크라면  을 가상의 소스로 둔다. 그러면 새로운 가상의 소스 가  

 의 어떤 정
점에 위치하더라도 가 싱크가 아니면 2-DPC가 존재하고, 가 싱크이면 1-고장 1-DPC
가 존재한다. 이 경우  

 에서 싱크-소스를 잇는 해밀톤 경로를 구하면 3-DPC가 완성된
다. 이 때 세 개의 서로 다른 자유 정점 가  

 에 존재하여 를 가상의 소스로 두면, 가상
의 소스와 두 싱크를 잇는 2-DPC가 존재함을 보일 수 있다. 각 경우 2-DPC를 보이는 것
은 수월하므로 생략한다. 서로 다른 세 가 존재한다는 말은 가  

 에 있을 때는  
 에서 

2-DPC,  
 에서 2-DPC 혹은 1-고장 1-DPC를 구함으로써 3-DPC를 완성할 수 있음을 

의미한다.

경우 5:   이고  
 에 3개의 싱크가 포함된다.

    
 의 세 싱크의 위치가 각각    ,    ,    ,    , 

   일 때   ,   ,   ,   ,   를 가상의 소스로 둔다. 가
상의 소스 겸 싱크를 가상의 자유 정점으로 두면 새로운 소스 가  

 의 싱크가 아니면 
2-DPC가, 싱크이면 1-고장 1-DPC가 존재함을 어렵지 않게 확인할 수 있다. 가상의 자유 
정점(가상의 소스 겸 싱크)을 지나는 경로에서 이 정점 좌우의 두 정점을 와 라고 두고 
 

 에서  와  를 잇는 해밀톤 경로를 이용하여 연결하면 원하는 3-DPC를 구하게 된다. 
가  

 에 속하는 경우에는  
 에서 가상의 소스 겸 싱크를 가상의 고장으로 두었을 때 서로 

다른 2개의 자유 정점 가 존재하여 가상의 소스와 에서 출발하여 두 싱크를 잇는 1-고
장 2-DPC가 존재하므로,  

 에서 와  를 잇는 해밀톤 경로를 구하여 연결하면 된다. 

4  결론
   이 논문에서는 제한된 HL-그래프에서 비쌍형 다대다 서로소인 경로 커버를 고려하여 
모든 -차원 제한된 HL-그래프 ≥ 는    ≤   를 만족하는 임의의  ≥ , 
 ≥ 에 대하여  -고장 비쌍형 다대다 -DPC가 존재함을 보였다. 이 논문에서 제시한 
증명을 따라 -차원 제한된 HL-그래프에서  -고장 비쌍형 -DPC를 찾는 알고리즘을 
설계할 수 있다. 
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